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МЕТОД ОЦІНЮВАННЯ ФУНКЦІЇ КЕРУВАННЯ ПІД ЧАС 

КОРИГУВАННЯ ТРАЄКТОРІЇ БЕЗПІЛОТНОГО ЛІТАЛЬНОГО 

АПАРАТА З ВИКОРИСТАННЯМ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ 

МАТЕМАТИКИ
 

У статті розглянуто задачу корегування (згладжування) траєкторії руху ударного безпілотного 

літального апарата (перехоплювача) з метою зменшення впливу зовнішніх факторів, зокрема вітру, 

перешкод, маневрування цілей та помилок оператора. Для розв’язання цієї задачі застосовано метод 

коригування траєкторії безпілотного літального апарата, оснований на математичній оцінці функції 

керування із використанням методів обчислювальної математики. 

Розроблений метод дозволяє формувати керуючі впливи без необхідності аналітичного 

визначення закону керування, що є важливим для складних динамічних систем які працюють в бойових 

умовах. За результатами розрахунків показано, що використання отриманого наближення функції 

керування забезпечує ефективне наближення реальної траєкторії руху безпілотного літального апарата 

до заданої. 

Отримані результати підтверджують можливість застосування запропонованого методу для 

підвищення точності наведення та ефективності виконання бойових (спеціальних) завдань, зокрема в 

умовах впливу зовнішніх факторів. 

Результати дослідження можуть бути корисними для науковців і фахівців у галузі безпілотних 

авіаційних систем, розробників систем керування та наведення безпілотного літального апарата. 

Ключові слова: функція керування, безпілотний літальний апарат, обчислювальні методи, бойове 

застосування, траєкторія польоту. 

 

Вступ 
На сьогодні застосування БпЛА є доволі 

ефективним методом вирішення ряду задач, 

особливо це актуально у військовій сфері [1-3]. 

Однак, їх застосування часто супроводжується 

необхідністю вирішення ряду науково-технічних 

задач [7, 8] або їх підзадач. Однією з 

найпоширеніших підзадач в таких задачах є 

розрахунок реальної траєкторії руху БпЛА та 

бажаної [9-11] для виконання бойового 

(спеціального) завдання (вогневого впливу, 

ураження повітряних цілей, повітряна розвідка, 

доставлення матеріально-технічних засобів тощо) 

[3]. Для цього прийнято вводити так звану функцію 

керування [12], яка б дозволяла наблизити реальну 

траєкторію руху БпЛА до потрібної в конкретній 

бойовій задачі. 

Аналітичне встановлення потрібної функції 

керування може бути складним, а то й узагалі 

невирішуваним завданням у розглядуваній задачі. 

На основі цього виникає логічне завдання про 

побудову оцінки функції керування за допомогою 

засобів обчислювальної математики.  

Метою статті є розроблення методу оцінювання 

функції керування БпЛА з використанням методів 

обчислювальної математики для забезпечення 

наближення його реальної траєкторії руху до 

заданої в умовах впливу зовнішніх факторів 

(погодних умов, геологічних аномалій тощо). 

Матеріали та методи 
Нехай траєкторія руху БпЛА може бути описана 

за допомогою наступної граничної задачі: 
 

𝑟̈(𝑡) = 𝐴𝑟̇(𝑡) + 𝐵𝑟(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡),  

𝑟(0) = 𝑟0 = [
0
0
0
] , 𝑟(𝑇) = 𝑟𝑇 = [

𝑟𝑇𝑥

𝑟𝑇𝑦

𝑟𝑇𝑧

], 
(1) 
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де А та В – це сталі матриці розмірністю 3×3; 

𝑓(𝑡) – це відома функція зовнішнього 

впливу (погодних умов, 

геологічних аномалій тощо) на 

БпЛА; 

𝑔(𝑡) – це шукана функція керування 

розглядуваним БпЛА. 

 

𝑓(𝑡) = [

𝑓𝑥(𝑡)
𝑓𝑦(𝑡)

𝑓𝑧(𝑡)

], (2) 

  

𝑔(𝑡) = [

𝑔𝑥(𝑡)
𝑔𝑦(𝑡)

𝑔𝑧(𝑡)

], (3) 

 
 

Зазначена функція керування 𝑔(𝑡) має бути 

такою, що траєкторія руху r = r(t) повинна 

мінімально відрізнятися від наперед заданої 

траєкторії руху 𝜑(𝑡). 
 

𝜑(𝑡) = [

𝜑𝑥(𝑡)
𝜑𝑦(𝑡)

𝜑𝑧(𝑡)

], (4) 

 

Розв’язком рівняння (1) є траєкторія руху БпЛА 

r = r(t). Постановка завдання полягає в 

необхідності побудови наближення функції 𝑔(𝑡) на 

проміжку часу [0;T] при відомих матрицях А, В, 

функції зовнішнього впливу 𝑓(𝑡), заданої 

траєкторії руху 𝜑(𝑡) та параметрів траєкторії 𝑟𝑇 в 

момент часу T. 

Для обчислення функції керування 𝑔(𝑡) 

можливо використовувати методи чисельного 

розв’язання граничних задач виду:  
 

𝑢′′(𝑡) + 𝑎𝑢′(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡) + 𝜈(𝑡) = 0, 𝑢(0) = 𝑢, 𝑢(𝑇) = 𝑢. 
 

Замінимо рівняння (1) на аналогічну йому 

систему різницевих рівнянь виду: 
 

𝑟(0) = [
0
0
0
] , 𝑟(𝑇) = [

𝑟𝑇𝑥

𝑟𝑇𝑦

𝑟𝑇𝑧

], (5) 

 

𝑛2

𝑇2
𝑟 (

(𝑘 + 1)𝑇

𝑛
) +

𝑛

𝑇
𝐴𝑟 (

(𝑘 − 1)𝑇

𝑛
) − 𝑓 (

𝑘𝑇

𝑛
) = 

=
𝑛

𝑇
𝐴(𝑟 (

𝑘𝑇

𝑛
) −) + 𝐵𝑟 (

𝑘𝑇

𝑛
) + 

+𝑓 (
𝑘𝑇

𝑛
) + 𝑔 (

𝑘𝑇

𝑛
) , 𝑘 = 1,2,… , 𝑛 − 1. 

(6) 

 

Або, що те саме: 
 

𝑛2

𝑇2
(𝑟 (

(𝑘 + 1)𝑇

𝑛
) − 2𝑟 (

𝑘𝑇

𝑛
) + 𝑟 (

(𝑘 − 1𝑇

𝑛
)) + 

+(−2
𝑛2

𝑇2 𝐸3 −
𝑛

𝑇
𝐴 − 𝐵) 𝑟 (

𝑘𝑇

𝑛
) = 𝑔 (

𝑘𝑇

𝑛
),  

𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1. 

(7) 

 

Тепер припустимо, що є гранична задача виду: 
 

 

 

 

 

 

𝑟̈(𝑡) = 𝐴𝑟̇(𝑡) + 𝐵𝑟(𝑡) + 𝑓(𝑡),  

𝑟(0) = 𝑟 = [
0
0
0
] , 𝑟(𝑇) = 𝑟 = [

𝑟
𝑟
𝑟
], 

(8) 

 

розв’язок якої позначимо за 𝑟̃(𝑡). Даний розв’язок 

буде описувати реальну траєкторію руху 

розглядуваного БпЛА без керування. Тепер, якщо в 

(7) замінити 𝑟(𝑡) на 𝑟̃(𝑡), то отримаємо наближення 

функції керування 𝑔(𝑡) в точках 
𝑘𝑇

𝑛
, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1, 

яке обчислюватиметься за формулою: 
 

𝑔 (
𝑘𝑇

𝑛
) =

𝑛2

𝑇2 𝑟̃ (
(𝑘 + 1)𝑇

𝑛
) +

𝑛

𝑇
𝐴𝑟̃ (

(𝑘 − 1𝑇

𝑛
) − 

−𝑓 (
𝑘𝑇

𝑛
) + 𝑟̃ (−2

𝑛2

𝑇2 𝐸3 −
𝑛

𝑇
𝐴 − 𝐵)(

𝑘𝑇

𝑛
),  

𝑘 = 1,2, … , 𝑛 − 1. 

(9) 

 

Разом із тим, для обчислення значення функції 

керування 𝑔(𝑡) на краях проміжку часу [0;T], 

можливо скористатися наступними 

співвідношеннями 𝑔(0) = 𝑟 − 𝜑(0), 𝑔(𝑇) = 𝑟 − 𝜑(𝑇). 

Звідси ми маємо співвідношення для оцінки 

значень функції керування 𝑔(𝑡)  в моменти часу 
𝑘𝑇

𝑛
, 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛: 

 

𝑔(0) = 𝑟 − 𝑟̃(0), 𝑔(𝑇) = 𝑟 − 𝑟̃(𝑇), 

𝑔 (
𝑘𝑇

𝑛
) =

𝑛

𝑇
𝑟̃ (

(𝑘 + 1)𝑇

𝑛
) +

𝑛

𝑇
𝐴𝑟̃ (

(𝑘 − 1𝑇

𝑛
) − 

−𝑓 (
𝑘𝑇

𝑛
) + 𝑟̃ (−2

𝑛

𝑇
𝐸 −

𝑛

𝑇
𝐴 − 𝐵) (

𝑘𝑇

𝑛
),  

𝑘 = 1,2,… , 𝑛 − 1. 

(10) 

 

Як свідчать результати спостереження за 

використанням (10), цей набір формул має 

проблему, поширену для деяких інтерполяційних 

аналогів операторів, породжених лінійним 

підсумовуванням рядів Фур’є, а саме необхідність 

у введенні вагового множника, в даному випадку, 
1

𝑛2. Таким чином, (10) може бути представлено 

наступним чином: 
 

𝑔(0) = 𝑟0 − 𝑟̃(0), 𝑔(𝑇) = 𝑟𝑇 − 𝑟̃(𝑇), 

𝑔 (
𝑘𝑇

𝑛
) =

1

𝑇2 𝑟̃ (
(𝑘 + 1)𝑇

𝑛
) +

1

𝑛𝑇
𝐴𝑟̃ (

(𝑘 − 1𝑇

𝑛
) − 

−
1

𝑛2
𝑓 (

𝑘𝑇

𝑛
) + (−2

𝑛

𝑇2 𝐸3 −
1

𝑛𝑇
𝐴 −

1

𝑛2
𝐵) 𝑟̃ (

𝑘𝑇

𝑛
),  

𝑘 = 1,2,… , 𝑛 − 1. 

(11) 

 

Тепер виникає питання про те, як за допомогою 

(11) можливо отримати наближення функції 𝑔(𝑡)  у 

вигляді функції часу. Для цього розглянемо кожен 

з компонентів даної функції, а саме 𝑔𝑥(𝑡), 𝑔𝑦(𝑡),

𝑔𝑧(𝑡), окремо. В даному випадку матимемо три 

функції часу, значення яких в моменти часу 
𝑘𝑇

𝑛
,

𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 відомі. Тоді для наближення 

функцій можливо скористатися інтерполяційними 

аналогами операторів Абеля-Пуассона [13, 14]. 
 

𝑃̃𝑛,𝜌(𝑓, 𝑡) =
1 − 𝜌2

𝑛 + 1
∑

𝑓 (
𝑘𝑇
𝑛

)

1 − 2𝜌 cos 2𝜋 (
𝑡
𝑇

−
𝑘𝑇
𝑛

) + 𝜌2

𝑛

𝑘=0

   (12) 
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Таким чином, функцію керування 𝑔(𝑡)  
можливонаблизити, припустивши, що: 

 

𝑔(𝑡) = [

𝑃̃(𝑔, 𝑡)

𝑃̃(𝑔, 𝑡)

𝑃̃(𝑔, 𝑡)

]. (13) 

 

Перейдемо до практичного застосування даного 

набору формул. 

Результати 
Розглянемо випадок, коли траєкторію руху 

БпЛА можливо описати наступною граничною 

задачею: 
 

𝑟̈(𝑡) = [
1 2 3
3 −1 0

−4 7 9
] 𝑟̇(𝑡) + [

1 2 3
3 −1 0

−4 7 9
] 𝑟(𝑡) + 

+

[
 
 
 
 
 

1

2
sin 4𝜋𝑡

−
1

3
cos 6𝜋𝑡

1

4
sin 8𝜋𝑡 −

1

5
cos 10𝜋𝑡]

 
 
 
 
 

+ 𝑔(𝑡), 

 𝑟(0) = 𝑟0 = [
0
0
0
] , 𝑟(1) = 𝑟1 = [

10
11
9

], 

(14) 

 

а бажана траєкторія руху розглядуваного БпЛА 

описується функцією: 
 

𝜑(𝑡) = [
10𝑡
11𝑡

9𝑡(2 − 𝑡)
]. (15) 

 

Для початку порівняємо бажану траєкторію 

руху розглядуваного БпЛА та ту, яка була би без 

необхідного керування. 

На рис. 1 очевидно, що корегування траєкторії 

розглядуваного БпЛА у вигляді керування є 

критично необхідним. Для того, щоб оцінити 

функцію керування розглядуваним БпЛА, 

необхідно скористатися співвідношеннями (12), 

(13) 
 

 
Рисунок 1 – Порівняння реальної траєкторії 

БпЛА без керування та бажаної траєкторії 
 

припустивши, для прикладу, що r=0,75 та n=100. В 

результаті, додавши отримане наближення функції 

керування, отримаємо наступне: 

 

 
Рисунок 2 – Траєкторія руху розглядуваного 

БпЛА з урахуванням наближення функції 

керування за допомогою (12), (13) 
 

Як видно з рис. 2, використовуючи наближення 

функції керування 𝑔(𝑡)  за допомогою (12), (13), 

можливо дійсно досягнути наближення траєкторії 

руху БпЛА до бажаної. Той факт, що на рис. 2 

спостерігається не ідеальне накладання отриманої 

траєкторії руху БпЛА на бажану, може 

пояснюватися тим, що (12), (13) будують лише 

оцінку функції керування, а не реконструюють її 

аналітично. Однак, такої оцінки достатньо для того, 

щоб значно скорегувати траєкторію руху БпЛА. 

Обговорення 
Отримані результати підтверджують 

можливість застосування чисельних методів для 

оцінювання функції керування БпЛА в задачах 

коригування траєкторії руху. Використання 

дискретизації граничної задачі та подальшого 

відновлення функції керування за допомогою 

інтерполяційних операторів дозволяє сформувати 

керуючий вплив без необхідності аналітичного 

розв’язання, що є суттєвою перевагою для 

складних динамічних систем. 

Встановлено, що запропонований підхід 

забезпечує наближення реальної траєкторії руху 

БпЛА до заданої, однак точність такого 

наближення залежить від обраного кроку 

дискретизації, параметрів інтерполяції та характеру 

зовнішніх збурень. Наявність відхилення між 

бажаною та отриманою траєкторіями пояснюється 

тим, що функція керування визначається у вигляді 

оцінки, а не точного аналітичного розв’язку. 

Порівняно з класичними методами керування, 

такими як пропорційно-інтегрально-диференційні 

регулятори або методи оптимального керування, 

запропонований підхід не потребує явного задання 

закону керування у замкненому вигляді, що 

спрощує його застосування в умовах 

невизначеності моделі або змінних зовнішніх 

впливів. Водночас, на відміну від оптимальних 

методів, він не гарантує досягнення глобального 

оптимуму, а забезпечує лише наближене рішення. 
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До обмежень запропонованого методу слід 

віднести відсутність урахування обмежень на 

керуючі впливи, динамічних характеристик 

реальних виконавчих органів БпЛА, а також 

чутливість до похибок вимірювання параметрів 

руху. Крім того, метод не враховує можливі 

затримки в каналах управління та вплив шумів 

сенсорних систем. 

Висновки 
У роботі розроблено метод оцінювання функції 

керування БпЛА з використанням методів 

обчислювальної математики для випадку, коли 

його рух може бути описаний відповідною 

граничною задачею. Використання підходів, 

стандартних для чисельного розв’язання граничних 

задач, в поєднанні з методами наближення в аналізі 

Фур’є дало можливість показати, що наближення 

функції керування може бути реалізовано за 

допомогою наведених виразів.  

За результатами розрахунків встановлено, що 

використання запропонованого методу забезпечує 

ефективне наближення реальної траєкторії руху 

БпЛА до заданої. 

Показано, що запропонований підхід забезпечує 

можливість формування керуючих впливів в 

умовах невизначеності параметрів зовнішнього 

середовища (впливу погодних умов , перешкод, 

маневрування цілей, помилки оператора), що 

дозволяє згладити траєкторію руху БпЛА, тим 

самим підвищити точність його наведення. 

Запропонований метод може бути 

використаний як основа для створення алгоритмів 

управління і наведення ударних БпЛА або БпЛА-

перехоплювачів, здатних забезпечувати адаптивне 

коригування траєкторії руху в режимі реального 

часу, у тому числі в умовах обмеженого 

інформаційного забезпечення. 

Практичне значення отриманих результатів 

полягає в підвищенні ефективності застосування 

безпілотних літальних апаратів за рахунок 

можливості коригування траєкторії їх руху в 

умовах протидії, невизначеності зовнішнього 

середовища та впливу збурень. Запропонований 

метод може бути використаний при створенні та 

вдосконаленні систем управління і наведення 

БпЛА, зокрема при виконанні різного роду  

бойових (спеціальних) завдань. 
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EVALUATION OF THE CONTROL FUNCTION FOR UAV 

TRAJECTORY CORRECTION USING COMPUTATIONAL 

MATHEMATICS 
 

The article addresses the problem of trajectory correction (smoothing) for strike and interceptor 

unmanned aerial vehicles (UAVs) in order to reduce the impact of external factors, including wind, disturbances, 

target maneuvering, and operator errors. To solve this problem, a UAV trajectory correction method based on the 

mathematical estimation of the control function using computational mathematics techniques is proposed. 

The developed method makes it possible to generate control inputs without the need for an analytical 

determination of the control law, which is essential for complex dynamic systems operating in combat conditions. 

The results of the calculations demonstrate that the use of the obtained approximation of the control function 

ensures effective convergence of the actual UAV trajectory to the desired one. 

The obtained results confirm the feasibility of applying the proposed method to improve guidance 

accuracy and the effectiveness of performing combat (special) missions, particularly under the influence of 

external factors. 

The results of the study may be useful for researchers and specialists in the field of unmanned aerial 

systems, developers of UAV guidance and control systems. 

Keywords: control function, unmanned aerial vehicle (UAV), computational methods, combat 

application, flight trajectory. 
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