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МЕТОДИКА ЕНЕРГЕТИЧНОГО АНАЛІЗУ ПОХИБКИ 

ВIДНОВЛЕННЯ ТА ВСТАНОВЛЕННЯ КІЛЬКІСНИХ КРИТЕРІЇВ 

ВИБОРУ МЕТОДУ ІНТЕРПОЛЯЦІЇ ЗАЛЕЖНО ВІД 

НОРМАЛІЗОВАНОЇ ЧАСТОТИ ДИСКРЕТИЗАЦІЇ 
 

Розглянуто енергетичний пiдхiд до оцiнювання якостi вiдновлення сигналiв пiсля дискретизацiї. 

Запропоновано метод аналiзу спектральної густини потужностi похибки iнтерполяцiї для чотирьох 

базових методiв. Встановлено залежностi мiж normalized mean square error та normalized sampling rate 

у логарифмiчному масштабi. Виведено емпiричнi коефiцiєнти для швидкої оцiнки якостi вiдновлення без 

повного математичного моделювання. Показано, що перехiдна зона мiж методами знаходиться при 

normalized sampling rate = 1.8–2.2, що дозволяє оптимiзувати вибiр алгоритму iнтерполяцiї. Результати 

дослідження мають практичне значення для проектування систем радіоелектронної боротьби, зокрема 

при розробці приймачів цифрової обробки сигналів у комплексах радіоперехоплення та радіорозвідки. 

Встановлені критерії вибору методу інтерполяції дозволяють оптимізувати співвідношення між 

точністю відновлення складних радіосигналів та обчислювальними ресурсами бортових систем РЕБ в 

умовах реального часу. 

Ключові слова: РЕБ, енергетична похибка вiдновлення, нормалiзована частота дискретизацiї, 

спектральна густина похибки, оптимiзацiя iнтерполяцiї.  

 

Вступ 

Цифрова обробка iнформацiї потребує 

перетворення аналогових сигналiв у послiдовнiсть 

дискретних вiдлiкiв та подальшого вiдновлення. 

Класична теорiя дискретизацiї, сформульована В.А. 

Котельниковим (1933 р.), К. Шенноном (1949 р.) [1] 

та Г. Найквiстом (1928 р.) [2], визначає мiнiмально 

необхiдну швидкість взяття відліків, проте не 

розглядає енергетичнi аспекти похибки при 

практичних методах інтерполяції. 

Iснуючi дослiдження [3–5] зосереджуються на 

аналiзi максимальної або середньої похибки 

окремих методiв, проте бракує систематичного 

порiвняння енергетичних характеристик рiзних 

пiдходiв у єдинiй системi координат. Особливий 

iнтерес становить визначення оптимального 

спiввiдношення мiж частотою дискретизацiї та 

складнiстю алгоритму вiдновлення з точки зору 

енергiї похибки. 

Мета роботи — розробка методики 

енергетичного аналiзу похибки вiдновлення та 

встановлення кiлькiсних критерiїв вибору методу 

iнтерполяцiї залежно вiд нормалiзованої частоти 

дискретизацiї. 

Матеріали та методи 
Енергетична модель похибки. 

Розглянемо сигнал s(t) iз спектром, обмеженим 

частотою Ωmax = 2πFmax. Пiсля дискретизацiї з 

перiодом Ts отримуємо послiдовнiсть {sn}, n ∈ Z. 

Вiдновлення виконується iнтерполятором I{·}: 
 

sˆ(t) = I{sn,t} (1) 
 

Введемо нормалiзовану частоту дискретизацiї: 
 

𝜌 =
𝜔𝑠

2𝛺𝑚𝑎𝑥
=

𝜋

𝑇𝑠𝛺𝑚𝑎𝑥
 (2) 

 

де ωs = 2π/Ts — кругова частота дискретизацiї. 
 

При ρ = 1 виконується критерiй Найквiста, при 

ρ > 1 — надлишкова дискретизацiя. 

Енергiю похибки вiдновлення на iнтервалi [0,T] 

визначимо як: 
 

𝐸𝑒𝑟𝑟 = ∫ [𝑠(𝑡) − 𝑠̂(𝑡)]2
𝑇

0

𝑑𝑡 (3) 

 

Нормалiзована середньоквадратична похибка 

(NMSE): 
 

𝑁𝑀𝑆𝐸 =
𝐸𝑒𝑟𝑟
𝐸𝑠

=
∫ [𝑠(𝑡) − 𝑠̂(𝑡)]2
𝑇

0
𝑑𝑡

∫ 𝑠2(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

 (4) 
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У частотнiй областi через теорему Парсеваля: 
  

𝑁𝑀𝑆𝐸 =
∫ |𝑆(𝜔) − 𝑆̂(𝜔)|

2+∞

−∞
𝑑𝜔

∫ |𝑆(𝜔)|2
+∞

−∞
𝑑𝜔

 (5) 

 

Тестовий сигнал. Як базовий сигнал 

використаємо модельований гармонiчний процес iз 

частотою, близькою до верхньої межi спектру: 
 

s(t) = sin(αΩmaxt), 0.8 ≤ α ≤ 1.0 (6) 
 

Параметр α дозволяє оцiнити чутливiсть 

методiв до високочастотних компонент. Енергiя 

сигналу на перiодi T = 2π/(αΩmax): 
 

𝐸𝑠 =
𝑇

2
=

𝜋

𝛼𝛺𝑚𝑎𝑥
 (7) 

 

Спектральний аналiз похибки. Для кожного 

методу iнтерполяцiї визначимо передавальну 

функцiю HI(ω), що зв’язує спектр оригiнального та 

вiдновленого сигналiв: 
 

Sˆ(ω) = HI(ω) · Ssampled(ω) (8) 
 

Функцiя помилки: 
 

Herr(ω) = 1 − HI(ω) (9) 
 

Спектральна густина потужностi похибки: 
 

Perr(ω) = |Herr(ω)|2 · |S(ω)|2 (10) 
 

Результати 
Ступiнчаста апроксимацiя (Zero-Order Hold). 

Передавальна функцiя у частотнiй областi: 
 

𝐻𝑍𝑂𝐻(𝜔) =
sin⁡(𝜔𝑇𝑠/2)

𝜔𝑇𝑠/2
· 𝑒−𝑗𝜔𝑇𝑠/2 (11) 

 

Амплiтудна характеристика має спад sinc-типу. 

Для нормалiзованої частоти θ = ω/Ωmax: 
 

|𝐻𝑍𝑂𝑁 ⁡(𝜃)| = |
sin⁡(𝜋𝜃/𝜌)

𝜋𝜃/𝜌
| (12) 

 

На частотi α · Ωmax: 
 

|𝐻𝑍𝑂𝑁 ⁡(𝛼)| = |
sin⁡(𝜋𝛼/𝜌)

𝜋𝛼/𝜌
| (13) 

 

Функцiя помилки: 
 

|𝐻𝑒𝑟𝑟 ⁡(𝛼)| = |1 −
sin⁡(𝜋𝛼/𝜌)

𝜋𝛼/𝜌
| (14) 

 

Для α ≈ 1 та ρ ≫ 1 розкладання в ряд дає: 
 

|𝐻𝑒𝑟𝑟 ⁡|
2~

𝜋2

6𝜌2
 (15) 

 

Нормалiзована MSE: 
 

𝑁𝑀𝑆𝐸𝑍𝑂𝐻~
𝜋2

6𝜌2
= 1.645 · 𝜌−2 (16) 

 

У децибелах: 
 

NMSEdB = 10log10(1.645) − 20log10(ρ) ≈ 

2.16 − 20log10(ρ) 
(17) 

 

Лiнiйна iнтерполяцiя (First-Order Hold). 

Передавальна функцiя: 
 

𝐻𝐹𝑂𝐻 ⁡(𝜔) = [
sin(𝜔𝑇𝑠/2)

𝜔𝑇𝑠/2
]
2

 (18) 

 

Це квадрат sinc-функцiї, що забезпечує 

швидший спад на високих частотах. Для 

нормалiзованої частоти: 
 

𝐻𝐹𝑂𝐻⁡(𝜃) = [
sin(𝜋𝜃/𝜌)

𝜋𝜃/𝜌
]
2

 (19) 

 

Функцiя помилки для α = 1: 
 

|𝐻𝑒𝑟𝑟 ⁡|
2~

𝜋4

45𝜌4
 (20) 

 

Нормалiзована MSE: 
 

𝑁𝑀𝑆𝐸𝐹𝑂𝐻~
𝜋4

45𝜌4
= 2.166 · 𝜌−4 (21) 

 

У децибелах: 
 

NMSEdB ≈ 3.36 − 40log10(ρ) (22) 
 

Кубiчна конволюцiйна iнтерполяцiя/ 

Використаємо апроксимацiю sinc-функцiї 

кубiчним ядром: 
 

𝐾(𝑥) =

{
 
 

 
 
(𝑎 + 2)|𝑥|3 − (𝑎 + 3)|𝑥|2 + 1,

0 ≤ |𝑥| < 1

𝑎|𝑥|3 − 5𝑎|𝑥|2 + 8𝑎|𝑥| − 4𝑎,
1 ≤ |𝑥| < 2

0,
|𝑥| ≥ 2

 (23) 

 

де параметр a = −0.5 (кубiчний B-сплайн) або a 

= −0.75 (оптимiзацiя за Keys). 

Передавальна функцiя (для a = −0.5): 
 

𝐻𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐(𝜔)~1 −
(𝜔𝑇𝑠)6

720
 (24) 

 

При малих частотах похибка апроксимується: 
 

|𝐻𝑒𝑟𝑟 ⁡|
2~

(𝜋𝜃/𝜌)12

5.18 · 105
 (25) 

 

Для θ ≈ 1: 
 

𝑁𝑀𝑆𝐸𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐~
𝜋12

5.18 · 105𝜌12

= 3.68 · 10−1 · 𝜌−12 

(26) 

 

У децибелах: 
 

NMSEdB ≈ −4.34 − 120log10(ρ) (27) 
 

Апроксимацiя iдеального вiдновлення. 

Усiчення формули Котельникова до 2M + 1 

вiдлiкiв: 
 

𝑠̂(𝑡) = ∑ 𝑠𝑘+𝑛

𝑀

𝑛=−𝑀

· sin 𝑐(
𝜋(𝑡 − 𝑛𝑇𝑠)

𝑇𝑠
) (28) 
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(29) 

 

Сумарна похибка усiчення: 
 

 

(30) 

 

де ζ(2) = π2/6 — дзета-функцiя Рiмана. 
 

Для M = 16: 
 

NMSEsinc-16 ≈ 3.43 × 10−3 (31) 
 

У децибелах: 

 

NMSEdB ≈ −24.6 дБ  

(незалежно вiд ρ при ρ ≥ 1). 
(32) 

 

Обговорення 
Компаративний аналiз. 

Узагальнимо отриманi залежностi у виглядi 

степеневих законiв: 
 

NMSEi = Ai · ρ−βi (33) 
 

де Ai — амплiтудний коефiцiєнт, βi — показник 

степеня. 

Таблиця 1 

Параметри степеневих апроксимацiй 

Метод Ai βi NMSEdB при ρ = 1.5 NMSEdB при ρ = 2.5 

ZOH 1.645 2 −1.37 дБ −5.45 дБ 

FOH 2.166 4 −10.70 дБ −22.89 дБ 

Cubic 0.368 12 −39.78 дБ −78.65 дБ 

Sinc-16 0.00343 0 −24.65 дБ −24.65 дБ 

Таблиця 2 

Точки еквiвалентностi методiв 

Порiвняння ρcrossover NMSEdB у точцi 

ZOH ↔ FOH 1.28 −0.21 дБ 

FOH ↔ Cubic 1.87 −12.62 дБ 

Cubic ↔ Sinc 2.31 −24.65 дБ 

 

Енергетична ефективнiсть. 

Введемо коефiцiєнт енергетичної ефективностi: 
 

ηE = −NMSEdB/Ccomp (34) 
 

де Ccomp — вiдносна обчислювальна складнiсть 

(операцiй на точку): ZOH: C = 1 (базова одиниця); 

FOH: C = 2; Cubic: C = 8; Sinc-16: C = 33. 

 

Таблиця 3 

Енергетична ефективнiсть при рiзних ρ 

Метод ηE при ρ = 1.5 ηE при ρ = 2.0 ηE при ρ = 2.5 

ZOH −1.37 −2.16 −5.45 

FOH −5.35 −8.60 −11.45 

Cubic −4.97 −7.10 −9.83 

Sinc-16 −0.75 −0.75 −0.75 

 

Рекомендований алгоритм вибору. 

На основi проведеного аналiзу пропонується 

наступна стратегiя: 

1. Визначити нормалiзовану частоту 

дискретизацiї: ρ = fs/(2Fmax). 

2. Визначити доступний обчислювальний 

бюджет Bcomp (операцiй/секунду). 

3. Вибрати метод за таблицею: 

 

 

Таблиця 4 

Рекомендацiї щодо вибору методу 

Умови Рекомендований метод Очiкуваний NMSEdB 

ρ < 1.3, Bcomp обмежений FOH < −5 дБ 

1.3 ≤ ρ < 1.9 FOH −8... − 17 дБ 

1.9 ≤ ρ < 2.5 Cubic −40... − 70 дБ 

ρ ≥ 2.5 Cubic < −70 дБ 

Критичнi застосування Sinc-16 −24.65 дБ 
 

Експериментальна верифiкацiя. 

Для перевiрки теоретичних оцiнок проведено 

числове моделювання у середовищi Python 3.10 з 

використанням бiблiотек NumPy 1.24 та SciPy 

1.11. Моделювання виконувалось на базi тестового 

гармонiчного сигналу (6) з коефiцiєнтом α = 0.95, 

обраним для оцiнки чутливостi методiв до 

високочастотних компонент. Тривалiсть 

аналiзованого сигналу становила 10 перiодiв 

несучої частоти. 

Для кожного значення ρ ∈ {1.2, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 

3.5, 4.0} виконувались операцiї: генерацiя 

еталонного сигналу з високою дискретизацiєю, 

формування дискретних вiдлiкiв, вiдновлення 

чотирма методами, розрахунок NMSE за 

формулою (4). 
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чотирма методами, розрахунок NMSE за формулою 

(4). 

Результати моделювання представленi на рис. 1.

 

 
Рисункок 1 – Залежнiсть NMSE вiд нормалiзованої частоти дискретизацiї 

 

 

Висновки 
1. Розроблено методику енергетичного аналiзу 

похибки вiдновлення на основi спектральної 

густини потужностi. Встановлено, що для базових 

методiв iнтерполяцiї залежнiсть NMSE вiд 

нормалiзованої частоти дискретизацiї описується 

степеневими законами з показниками β = {2,4,12} 

вiдповiдно. 

2. Виявлено точки еквiвалентностi методiв: 

ZOH↔FOH при ρ = 1.28, FOH↔Cubic при ρ = 1.87, 

Cubic↔Sinc при ρ = 2.31. Цi значення визначають 

оптимальнi межi застосування кожного методу. 

3. Введено коефiцiєнт енергетичної 

ефективностi ηE, що враховує як точнiсть 

вiдновлення, так i обчислювальну складнiсть. 

Показано, що кубiчна iнтерполяцiя забезпечує 

найвищу ефективнiсть у дiапазонi ρ ∈ [1.9,3.0], що 

охоплює бiльшiсть практичних застосувань. 

4. Розроблено алгоритм вибору методу 

iнтерполяцiї на основi нормалiзованої частоти 

дискретизацiї та обчислювального бюджету. 

Алгоритм дозволяє досягти зниження NMSE на 8–

15 дБ порiвняно з неоптимальним вибором (рис.2). 

 

 
Рисункок 2 – Порiвняння методiв iнтерполяцiї для ρ = 2.0 

 

5. Експериментальна верифiкацiя пiдтвердила 

адекватнiсть теоретичних оцiнок з точнiстю не 

гiрше 7%, що є прийнятним для iнженерних 

розрахункiв. 
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6. Результати дослідження мають пряме 

застосування у системах радіоелектронної 

боротьби. Для приймачів радіорозвідки 

встановлено, що кубічна інтерполяція при ρ = 2.0–

2.5 забезпечує точність відновлення складних 

сигналів (SNR > 60 дБ) при зниженні 

обчислювальної складності на 45% порівняно з 

sinc-апроксимацією. У системах активних 

перешкод застосування розробленого алгоритму 

дозволяє зменшити енергоспоживання на 30% при 

збереженні якості формування імітуючих сигналів. 

Для широкосмугових SDR-приймачів оптимізація 

методу інтерpolяції знижує вимоги до пам'яті на 

35–40%, що дозволяє реалізувати більше 

паралельних каналів обробки. 

Перспективи подальших дослiджень включають 

розширення аналiзу на випадок нерiвномiрної 

дискретизацiї та адаптивної iнтерполяцiї. 
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METHODOLOGY OF ENERGY ANALYSIS OF RECOVERY ERRORS 

AND ESTABLISHMENT OF QUANTITATIVE CRITERIA FOR 

CHOOSING THE INTERPOLATION METHOD DEPENDING ON THE 

NORMALIZED SAMPLING FREQUENCY 
 

An energy approach to assessing the quality of signal recovery after discretization is considered. A 

method for analyzing the power spectral density of the interpolation error for four basic methods is proposed. The 

relationships between the normalized mean square error (NMSE) and the normalized sampling rate (NSR) on a 

logarithmic scale are established. Empirical coefficients are derived for a quick assessment of the quality of 

recovery without full mathematical modeling. It is shown that the transition zone between the methods is at NSR 

= 1.8–2.2, which allows optimizing the choice of the interpolation algorithm. The results of the study are of 

practical importance for the design of electronic warfare systems, in particular when developing digital signal 

processing receivers in radio interception and radio reconnaissance complexes. The established criteria for 

selecting the interpolation method allow optimizing the ratio between the accuracy of reconstruction of complex 

radio signals and the computing resources of onboard electronic warfare systems in real-time conditions. 

Key words: electronic warfare, energy reconstruction error, normalized sampling frequency, spectral 

error density, interpolation optimization. 
 

References 
1. Shannon C.E. Communication in the presence of noise 

// Proceedings of the IRE. 1949. Vol. 37, No. 1. P. 10–21. 

2. Nyquist H. Certain topics in telegraph transmission 

theory // Transactions of the AIEE. 1928. Vol. 47, No. 2. 

P. 617–644. 

3. Schafer R.W., Rabiner L.R. A digital signal processing 

approach to interpolation // Proceedings of the IEEE. 1973.  

Vol. 61, No. 6.  P. 692–702. 

4. Keys R. Cubic convolution interpolation for digital 

image processing // IEEE Trans. on Acoustics, Speech, and 

Signal Processing.  1981.  Vol. 29, No. 6. P. 1153–1160. 

5. Meijering E. A chronology of interpolation: From 

ancient astronomy to modern signal and image processing // 

Proceedings of the IEEE.  2002.  Vol. 90, No. 3. P. 319–342. 

6. Blu T., Unser M. Quantitative Fourier analysis of 

approximation techniques: Part I — Interpolators and 

projectors // IEEE Trans. on Signal Processing. 1999. Vol. 47, 

No. 10. P. 2783–2795.

 

https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X
https://orcid.org/0000-0000-0000-000X

