
 
Дослідження процесів управління та застосування пілотованої та безпілотної авіації 

 

№ 1 (6), 2024 ПОВІТРЯНА МІЦЬ УКРАЇНИ 87 
 

ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОЦЕСІВ УПРАВЛІННЯ ТА ЗАСТОСУВАННЯ 

ПІЛОТОВАНОЇ ТА БЕЗПІЛОТНОЇ АВІАЦІЇ 

DOI 10.33099/2786-7714-2024-1-6-87-92 
 

УДК 519.2 – 623.7 
 
Яблонський Петро Михайлович (кандидат технічних наук, доцент) 
https://orcid.org/0000-0003-2651-4299 

Майстров Олексій Олексійович (кандидат технічних наук, доцент) 
https://orcid.org/0000-0002-9054-8293 

Косков Юрій Максимович  
https://orcid.org/0000-0003-4707-9898 

Сарапін Юрій Олександрович 

https://orcid.org/0000-0003-2893-4975 
 

Національний університет оборони України, Київ, Україна 
 

ВИЗНАЧЕННЯ ЙМОВІРНОСТІСТАНІВ ДОПЛЕРІВСЬКОГО 

ВИМІРЮВАЧА ШЛЯХОВОЇ ШВИДКОСТІ ТА КУТА ЗНЕСЕННЯ 

ЛІТАЛЬНОГО АПАРАТУ З ВИКОРИСТАННЯМ МАРКОВСЬКОГО 

ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ 

В роботі досліджено актуальне питання точності навігації літальних апаратів. 
Здійснено розрахунок ймовірностей станів доплерівського вимірювача з використанням 
марковського випадкового процесу, який передбачає побудову математичної моделі 
досліджуваного об’єкту з застосуванням дискретних станів та безперервного часу. 
Запропонований метод математичного моделювання передбачає застосування 
експоненціального закону розподілу часу перебування у станах моделі. На основі отриманих 
аналітичних залежностей побудовані графіки перебування доплерівського вимірювача у станах 
моделі. Отримані в роботі результати математичного моделювання можуть бути 
використані для оцінки ефективності бомбометання з літального апарату під час його 
горизонтального польоту. 

Ключові слова: математична модель, система, моделювання, розрахунок ймовірностей, 
ефективність, відмова, марковські процеси. 
 

Вступ 
Точна навігація є критично важливою для 

безпечного й ефективного виконання польотів. 
Доплерівський метод вимірювання швидкості руху 
та зносу можна характеризувати як один із 
найпоширеніших та найточніших. 

Для визначення шляхової швидкості літаків 
бомбардувальної та військово-транспортної авіації, 
а також гелікоптерів, застосовуються доплерівські 
вимірювачі шляхової швидкості та кута знесення 
(ДВ). Вимірювання координат здійснюються у 
літаковій зв’язаній системі координат. Антени 
таких вимірювачів жорстко прикріплені до 
літального апарата (ЛА). Під час польоту ЛА з 
креном, наприклад, більше 10° і тангажом, більшим 
28°, діаграма спрямованості ДВ відривається від 
землі і такий вимірювач визначає шляхову 
швидкість з великою похибкою. Для усунення 
цього недоліку в алгоритмі роботи ДВ передбачено 
його перехід в так званий режим “Пам’ять”. В 
такому режимі запам’ятовуються останні значення 

шляхової швидкості, яка використовується для 
обчислення поточних координат ЛА. Політ ЛА в 
режимі “Пам’ять” може тривати протягом 20-30 
хвилин. 

Визначення шляхової швидкості може 
здійснюватися інерціальними системами навігації, 
які мають суттєві недоліки. Наприклад, на літаках 
бомбардувальної авіації для забезпечення роботи 
малогабаритної інерціальної системи необхідно 
перед польотом розкручувати ротор гіроскопа 
взимку протягом 39 – 45 хвилин у залежності від 
температури повітря, щоб платформа, на якій 
розташовані акселерометри, була паралельна до 
земної поверхні. Це суттєво впливає на 
боєготовність літака. При цьому точність 
визначення шляхової швидкості літака нижча, ніж 
у ДВ. 

На літаках винищувальної авіації ДВ не 
встановлювалися через те, що літак часто змінює 
своє кутове положення у просторі, і робота ДВ 
втрачає сенс. Для визначення шляхової швидкості 
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на літаках винищувальної авіації застосовується 
інформаційний канал вертикалі і курса, який має 
значно гіршу точність, ніж ДВ. Саме тому точність 
бомбометання з літаків винищувальної авіації 
значно відрізняється від точності бомбардувальної 
авіації. 

В науково-технічній літературі цьому питанню 
приділяється мало уваги. Тому у статті зроблена 
спроба кількісної оцінки ймовірності перебування 
доплерівського вимірювача у справному стані під 
час горизонтального польоту і ймовірностей 
перебування у режимі “Пам’ять”, що є необхідною 
умовою оцінки ефективності, наприклад, 
бомбометання з горизонтального польоту. 

Для побудови математичної моделі роботи ДВ 
використовується марковський випадковий процес, 
властивості якого описані багатьма науковцями, які 
досліджували особливості експлуатації озброєння 
та військової техніки [1-8]. При цьому враховано 
типові значення інтенсивності переходів у режим 
“Пам’ять” [9] та з режиму “Пам’ять” в режим 
нормальної роботи. 

Метою статті є побудова математичної моделі 
ДВ та розрахунок ймовірностей станів ДВ з 
використанням марковського випадкового процесу 
для оцінки впливу роботи ДВ на ефективність 
виконання літаком бойових завдань. 

Матеріали та методи 
У даному дослідженні для досягнення 

визначеної мети застосовуються наукові методи 
математичного моделювання, системного аналізу 
та синтезу, метод порівняння та аналогій, а також 
чисельний метод для проведення розрахунків 
ймовірностей станів ДВ від досліджуваних 
параметрів експлуатації. 

Результати 
Радіотехнічний метод вимірювання шляхової 

швидкості ЛА заснований на ефекті доплерівського 
зсуву частоти, сутність якого полягає в зміні 
частоти прийнятих коливань при відносному русі 
приймача й передавача коливань [10-11]. 

Вектор шляхової швидкості W є сума векторів 
повітряної швидкості літака V і швидкості вітру U 
(рис. 1). 

 
Рисунок 1. Вектори повітряної швидкості літака і 

швидкості вітру 
 

В однопроменевому вимірювачі під час 
горизонтального польоту без крену і тангажу 
швидкість зближення з ділянкою підстилаючої 

поверхні в напрямку β 
0
 і доплерівський зсув 

частоти відбитого сигналу пропорційні його 
шляховій швидкості. 

Через боковий вітер виникають помилки не 
тільки в визначенні величини шляхової швидкості, 
але і в положенні її вектору. 

При польоті з креном або тангажем внаслідок 
зміщення вбік відносно лінії шляху або впродовж 
лінії шляху ділянки поверхні, що опромінюється, 
виникають додаткові помилки вимірювання 
шляхової швидкості. 

В реальних доплерівських вимірювачах 

шляхової швидкості W і кута зносу α для усунення 
впливу бокового вітру, крену і тангажу літака 
застосовують трьохпроменеві або 
чотирьохпроменеві антенні системи (рис. 2). 

 
Рисунок 2. Приклад застосування 

трьохпроменевих або чотирьохпроменевих 

антенних систем 
 

В чотирьохпроменевому вимірювачі швидкість 

зближення з ділянками підстилаючої поверхні 1...4 

залежить від повітряної швидкості літака V, вектор 

якої співпадає з віссю літака, і вектору швидкості 

вітру U. Різниці доплерівських зсувів частоти 

сигналів, що надійшли від діагональних (непарних 

та парних) ділянок підстилаючої поверхні, 

становлять: 
 

∆F1-3=
4W

λ
cos β

0
cos(𝛾 − 𝛼) 

(1) 

∆F2-4=
4W

λ
cos β

0
cos(𝛾 + 𝛼) 

 

По виміряним ∆F1-3 і ∆F2-4 шляхом рішення 

системи рівнянь (1) знаходиться шляхова 

швидкість і кут зносу літака [12]. 

Аналіз багатопроменевих систем показує, що 

вони мало чутливі до зміни просторового 

положення літака і ступеня когерентності 

зондуючих сигналів. 

Будемо вважати, що ДВ може знаходитись у 

трьох станах: Х (працездатності), Х̂ (стан 

тимчасового відновлення) та Х̅ (відмова ДВ). Під 
тимчасовою відмовою ДВ розуміють його перехід до 

режиму “Пам’ять”. Послідовність можливих 

переходів ДВ до режиму “Пам’ять” за даними 

бортових систем об’єктивного контролю в першому 

наближенні можна описати стаціонарним 
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Пуасонівським потоком [13]. Вектор технічного 

стану ДВ можна представити так: 
 

𝐻 = |
𝐻1
𝐻2
𝐻3

~
𝑋
𝑋 
𝑋 
| 

 

На рисунку 3 зображений орієнтовний граф 

станів ДВ, на якому біля стрілок позначені 

відповідні перехідні ймовірності. 

 

 
Рисунок 3. Граф станів ДВ 

 

Процес переходів ДВ з стану в стан 

характеризується інтенсивністю переходів [14]: 

µ – інтенсивність переходу ДВ до режиму 

“Пам’ять”; 

λ – інтенсивність переходів ДВ з режиму 

“Пам’ять” до стану повної відмови; 

ν – інтенсивність переходів ДВ з режиму 

“Пам’ять” до працездатного стану. 

Для малого інтервалу часу ∆t перехідні 

ймовірності визначаються рівняннями: 
 

P11
(t1t+∆t)=1+a11

(t)∆t+0(∆t)=1+a11
(t) (2) 

 

P12
(t1t+∆t)=a12

(t)∆t+0(∆t)=µ∆t; a12
(t)=μ (3) 

 

P13
(t1t+∆t)=a13

(t)∆t+0(∆t)=λ∆t; a13
(t)=λ (4) 

 

P22
(t1t+∆t)=1+a22

(t)∆t+0(∆t)=1+a22
(t) (5) 

 

P21
(t1t+∆t)=a21

(t)∆t+0(∆t)=ν∆t; a21
(t)=ν (6) 

 

P23
(t1t+∆t)=a23

(t)∆t+0(∆t)=λ∆t; a23
(t)=λ

* (7) 
 

P33
(t1t+∆t)=1+a33

(t)∆t+0(∆t)=1+a33∆t (8) 
 

P31
(t1t+∆t)=0; a31

(t)=0 (9) 
 

P32
(t1t+∆t)=0; a32

(t)=0 (10) 
 

Параметри µ та ν можна знайти на підставі 

аналізу експлуатації конкретного типу ДВ. На 

літаках бомбардувальної авіації переходи до 

режиму “Пам’ять” фіксуються в певних чарунках 

оперативного запам’ятовуючого пристрою. Після 
польоту за допомогою апаратури “Верба” дані 

чарунки, де зафіксовані переходи до режиму 

“Пам’ять”, можуть бути розшифровані і 

використані для подальшого застосування, у тому 

числі і для побудови математичної моделі. Можна 

вважати що з достатньою точністю λ=λ
*
.  

Інтенсивності переходів aii (t)=aji, що входять 

до рівнянь (2 – 10), можуть бути знайдені з умови 

нормування aii (t)=-∑ aij
(t);M

j=1  𝑖 ≠ 𝑗 . 
 

a11 (t)=-[a12
(t)+a13

(t)]=-(μ+λ) (11) 
 

a22 (t)=-[a21
(t)+a23

(t)]=-(ν+λ) (12) 
 

a33 (t)=-[a31
(t)+a32

(t)]=0  (13) 

 

Перехідна матриця та матриця інтенсивностей 

переходів згідно з формулами (2 – 10) та (11 – 13) 

мають вигляд: 
 

P(∆t)= |

P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33

|= |
1-(µ+λ)∆t µ∆t λ∆t

ν 1-(ν+λ)∆t λ∆t

0 0 1

| (14) 

 

A= |

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

|= |
-(µ+λ) µ λ

ν -(ν+λ) λ

0 0 0

| (15) 

 

A
T
= |

-(µ+λ) ν 0

µ -(ν+λ) 0

λ λ 0

| (16) 

 

Запишемо систему диференціальних рівнянь 

для ймовірностей станів ДВ для довільного 

моменту часу при використанні дискретних станів і 

безперервного часу, що дає можливість 

використання марковського випадкового процесу 

[15, 16]. 
 

d

dt
P1
(t)=-(µ+λ)P1

(t)+νP2
(t)

d

dt
P2
(t)=µP1

(t)-(ν+λ)P2
(t)

d

dt
P3
(t)=λP1

(t)+λP2
(t) }

 
 

 
 

 (17) 

 

Рішенням системи (17) диференційних рівнянь є 

ймовірності станів ДВ. 
 

P1(t)=
ν

µ+λ
е-λt+

µ

µ+ν
e-(λ+µ+ν)t (18) 

 

P2(t)=
µ

µ+λ
е-λt+

µ

µ+ν
e-(λ+µ+ν)t (19) 

 

P3
(t)=1-P1

(t)-P2
(t)=1-e-λt (20) 

 

d

dt
P12
(t)=a12

(t)P11
(t)+a22

(t)P12
(t)+a32P13

(t)= 

=µP11
(t)-(ν+λ)P12

(t)=µ[1-P12
(t)-P13

(t)]= 

=(ν+λ)P12
(t)=-(µ+ν+λ)P12

(t)-µP13
(t)+µ 

(21) 

 

d

dt
P13
(t)=a13

(t)P
11
(t)+a23

(t)P12
(t)+a33P13

(t)= 

=λP11
(t)+λP12

(t)=λ[1-P12
(t)-P13

(t)]+λP12
(t)= 

=-λP13
(t)+λ 

(22) 

 

d

dt
P21
(t)=a11

(t)P21
(t)+a21

(t)P22
(t)+a31P23

(t)= 

=-(µ+λ)P21
(t)+νP22

(t)= 

=-(µ+λ)P21
(t)+ν[1-P21

(t)-P23
(t)]= 

=-(µ+λ+ν)P21
(t)-µP23

(t)+ν 

(23) 
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d

dt
P23
(t)=a13

(t)P
21
(t)+a23

(t)P22
(t)+a33P23

(t)= 

=λP21
(t)+λP22

(t)=λP21+λ[1-P21
(t)-P23

(t)]= 

=-λP23
(t)+λ 

(24) 

 

P12
(0)=P13

(0)=P21
(0)=P31

(0)=P32
(0)=0 

P11
(0)=P22

(0)=P33
(0)=1 (25) 

 

Рішенням системи диференціальних рівнянь (21 

– 25) є такі перехідні ймовірності: 
 

P12
(t)=

µ

µ+λ
е-λt+

µ

µ+ν
e-(λ+µ+ν)t (26) 

 

P13(t)=1-e-λt (27) 
 

P11
(t)=1-P12

(t)-P13
(t)=

ν

µ+ν
е-λt+

µ

µ+ν
e-(λ+µ+ν)t (28) 

 

P21
(t)=

ν

µ+ν
е-λt-

µ

µ+ν
e-(λ+µ+ν)t (29) 

 

P22
(t)=1-e-λt (30) 

 

P22
(t)=1-P21

(t)-P23
(t)=

µ

µ+ν
е-λt+

ν

µ+ν
e-(λ+µ+ν)t (31) 

 

P31
(t)=P32

(t)=0 (32) 
 

P33
(t)=1 (33) 

 

В формулах (26 – 33) µ – інтенсивність переходу 

ДВ до режиму “пам’ять”, v – інтенсивність 

переходу ДВ з режиму “пам’ять” до працездатного 

режиму, λ – інтенсивність відмов ДВ. 
 

 
Рисунок 4. Ймовірності Рi(t) перебування ДВ у 

станах моделі при λ = 0,7; v = 14; µ = 0,3 
 

 
 

Рисунок 5. Перехідні ймовірності Рij(t) моделі при 

λ = 0,7; v = 14; µ = 0,3 
 

 
 

Рисунок 6. Ймовірності Рi(t) перебування ДВ у 

станах моделі при λ = 2; v = 12; µ = 1 
 

 
 

Рисунок 7. Перехідні ймовірності Рij(t) моделі при 
λ = 2; v = 12; µ = 1 

 
 

Рисунок 8. Ймовірності Рi(t) перебування ДВ у 

станах моделі при λ = 5; v = 5; µ = 0,5 
 

 
 

Рисунок 9. Перехідні ймовірності Рij(t) моделі при 

λ = 5; v = 5; µ = 0,5 
 

На рисунках 4 – 9 зображено ймовірності 

перебування ДВ у станах моделі при різних 

значеннях λ, v та µ. 
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Обговорення 
В теперішній час визначення поточних 

координат літальних апаратів, зокрема 
бомбардувальної та військово-транспортної авіації, 
здійснюється за рахунок супутникової системи 
навігації. Як правило, штурман має приймати 
сигнал GPS і за його допомогою визначати 
координати з високою точністю. В разі відсутності 
інформації від супутника потрібно 
використовувати автономні системи навігації, при 
цьому визначення поточних координат літального 
апарату здійснюється шляхом інтегрування 
шляхової швидкості літака. 

В роботі здійснено розрахунок ймовірностей 
стану доплерівського вимірювача з використанням 
марковського випадкового процесу, який 
передбачає побудову математичної моделі 
досліджуваного об’єкту з виконаннями дискретних 
станів та безперервного часу. 

Для заданих інтенсивностей переходів отримані 
ймовірності "P" _"1"  "(t)" , "P" _"2" "(t)"  та "P" _"3" 
"(t)", де "P" _"1" "(t)"  – ймовірність перебування у 
справному стані, "P" _"2" "(t)" – у режимі 
“Пам’ять”, "P" _"3" "(t)" – ймовірність відмови ДВ. 

Запропонований метод передбачає застосування 
експоненціального закону розподілу часу 
перебування у станах моделі. 

Характерною особливістю отриманих 
розрахунків є те, що у будь-який момент часу сума 
зазначених ймовірностей дорівнює одиниці. З 
отриманих показників видно, що ця умова 
виконується. 

При зменшенні ймовірності перебування у 
справному стані з’являється ймовірність переходу 
в режим “Пам’ять”. 

Крім того, для розглянутих початкових станів за 
одну годину польоту ймовірність повної відмови 
ДВ складає приблизно 1%, що добре співпрацює з 
проміжними результатами застосування ДВ. 

Висновки 
Для побудови математичної моделі 

використовуються дані, що можуть бути отримані, 
зокрема, на літаках бомбардувальної авіації, за 
допомогою наземної де шифрувальної системи 
“Верба”. Під час зміни режиму польоту, наприклад, 
коли літак летить із досить великим креном або 
тангажем, у певні чарунки оперативного 
запам’ятовуючого пристрою записується інформація 
про перехід ДВ до режиму “Пам’ять” або його 
відмову. Результати роботи можуть бути використані 
в групі регламентних робіт по радіоелектронному 
обладнанню для оцінки впливу роботи ДВ на 
ефективність виконання літаком бойових завдань. 

Також, отримані в роботі результати 
математичного моделювання можуть бути 
використані для оцінки ефективності бомбометання з 
літального апарату під час горизонтального польоту. 
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DETERMINATION OF THE PROBABILITY OF STATES OF 

THE DOPPLER PLANE VELOCITY METER AND THE DRIFT 

ANGLE OF AN AIRCRAFT USING A MARKOV 

RANDOM PROCESS 

The work examines the topical issue of the accuracy of aircraft navigation. The calculation of the 
state probabilities of the Doppler meter was carried out using the Markov random process, which 
involves the construction of a mathematical model of the object under study using discrete states and 
continuous time. The proposed method of mathematical modeling involves the application of the 
exponential law of the distribution of the time spent in the states of the model. On the basis of the 
obtained analytical dependencies, graphs of the Doppler meter's stay in the model states were 
constructed. The results of mathematical modeling obtained in the work can be used to evaluate the 
effectiveness of bombing from an aircraft during its horizontal flight. 

Keywords: mathematical model, system; modeling, calculation of probabilities, efficiency, 
refusal, Markov processes. 
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